BEVEZETES
Alapfogalmak: pont, egyenes, sik, illeszkedik.

P,Q elf S,R €

Térelemek kolcsOnos helyzete

® Pont-egyenes:
Egy pont vagy illeszkedik egy egyenesre, vagy nem eleme az egyenesnek, azaz nem

illeszkedd.
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o [K¢ét egyenes:
Két egyenes metsz0, ha pontosan egy kdzos pontjuk van:
M enf=M

Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak, és nem metszik egymast: (Jele: e || f)

e,fesS

enf =0

Két egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban:




® Pont és sik:

Egy pont vagy illeszkedik egy sikra, vagy nem eleme a siknak, azaz nem illeszkedo.
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® Egyenes és sik:
Egy egyenes vagy illeszkedik a sikra, vagy a sikot egy pontban metszi, vagy nincs a sikkal

koz06s pontja, azaz az egyenes és a sik parhuzamosak.
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® Két sik:
Két sik metsz6, ha pontosan egy kdzos egyenesiik van.
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Két egyenes parhuzamos, ha nem metszik egymast.



Alapallitasok — Axiomak

Vannak olyan allitasok a geometriaban, amelyeket bizonyitds nélkiil fogadunk el. Az ilyen
allitasokat alaptételeknek, axiomaknak nevezziik.

Axiomak:

1. Két pontra egyetlen egyenes illeszkedik.

2. Ha harom pont nem illeszkedik egy egyenesre, akkor a harom pontra egyetlen sik
illeszkedik.
Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra, akkor az egyenes illeszkedik a sikra.
Egy egyenesre és egy, nem az egyenesen 1év6 pontra, egyetlen sik illeszkedik.
Két metsz0 egyenesre egyetlen sik illeszkedik.
Egy adott pontra egyetlen olyan egyenes olyan egyenes illeszkedik, amely egy adott
egyenessel parhuzamos.
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Szakasz, tavolsag

Az egyenest egy pontja két félegyenesre bontja. Az egyenesnek két pontja kozotti részét szakasznak
nevezziik.
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A, illetve B a szakasz két végpontja.

B

Két szakasz Gsszehasonlithato. Kijelolhetiink két pontot, amelyek tavolsagat egységnek tekintjiik. igy
barmely A, B pontokhoz rendelhet6 egy nemnegativ valds szam, mely méri a két pont tavolsagat. Jele:
d (A, B).

(d: distantia = tavolsag)

A tavolsag mérészamatodl elvarjuk az aldbbiakat:

1. Az egymasra illeszkedd pontok tavolsaga legyen nulla, azaz ha A = B, akkor d (A, B)=0.

2. Elvarjuk, hogy az AB tavolsaga egyezzen meg a BA tavolsagaval: d (A, B)=d (B, A).

3. Harom pont esetén kettd-kettd tavolsagara teljesiiljon az un. haromszog egyenl6tlenség:
d(A,B) +d(B,C) = d(4,0).

Az egyenlGség abban az esetben all fenn, ha a harom pont egy egyenesre illeszkedik.
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TERELEMEK TAVOLSAGA

Pont és egyenes:

Pontnak az egyenest6l vald tavolsagan annak a szakasznak a hosszat értjiik, amely a pontbdl az
egyenesre bocsatott merélegesen a pont és az egyenes kozott van.

p X d(P,e) = d(P, P")

/
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Két parhuzamos egyenes:

Két parhuzamos egyenes tavolsaga annak a szakasznak a hossza, amely az egyik egyenes valamely
pontjabdl a masik egyenesre bocsatott merdlegesen a két egyenes kdzott van.

d(a,b) =d(P,P")

Def: Egy P pontbol az S sikra bocsatott merdleges egyenesnek a sikon 1év6 P’ pontjat (talppontjat) a P
pontnak az S sikon 1évé mer6leges vetiiletének nevezziik.

Pont és sik tavolsaga:

A pontnak és a pontnak a sikon 1év6 mer6leges vetiiletének a hossza a keresett tavolsag.

% p d(P,S) = d(P,P")
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Egy sik, és a sikkal parhuzamos egyenes tavolsaga:

Ez a tavolsag megegyezik az egyenes egyik pontjanak a siktol vald tavolsagaval.

d(e,S) = d(P,P")

Pl

Kétparhuzamos sik tavolsaga:

Ez a tavolsag megegyezik valamelyik sik egy tetszéleges pontjanak a masik siktol mért tavolsagaval.

d(S,R) = d(P,P")

Két kitér6é egyenes tavolsaga:

Két kitér6 egyenes tavolsaga annak a szakasznak a hossza, amely a két kitéré egyenes mindegyikét
metsz0, és mindkét egyenesre merdleges egyenesen a két kitéré egyenes kozott van.

/ d(e, f) = d(P,P")
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SZOGEK

Egy pontbok kiinduld két félegyenes a rajuk illeszkedd sikot két részre bontja. Ezeket a részeket
szogeknek nevezziik. A két félegyenes két szoget hoz létre. Amelyikkel dolgozunk, azt korivvel

jeloljik.
szogtartomany
P
szogesucs T
szogszar

A szbgeket a gorog ,,abc” kisbetiivel jeldljiik.
Szogek mérése: A szogeket fokokban és radianokban mérhet;jiik.

A teljesszog az a szOg, amelynél a két félegyenes egybeesik, €s a szogtartomany a teljes sik.

1° a teljesszog 360-ad része.

Radian — ivmérték: egysége az a sz0g, amelyhez mint kozépponti szoghdz a kor sugaraval egyenld
hosszlisdgu koriv tartozik.

1rad ~ 57°17 1° = — 1° = 60’
180

T rad = 180° 1' = 60”

i=r



A sz6gek csoportositasa:

Nullszog: a két félegyenes egybeesik. N
Hegyesszog: 0° < a < 90°
Derékszog: a = 90° > Konvex (dombort) szogek

Tompaszog: 90° < a < 180°

Egyenesszog: o = 180°

Homoruszog: 180° < a < 360° Konkav (homoru) szogek

Teljesszog: a = 360°

Egyenesszog: az a sz0g, melynek szarai egy egyenest alkotnak:

4|7

Nevezetes szogparok

® Ha két konvex, vagy két konkav szog szarai parhuzamosak és paronként egyenld iranyuak,
akkor azokat egyallasu szogeknek nevezziik. Az egyallasu szogek egyenlok.
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® Ha két konvex, vagy két konkav szog szarai parhuzamosak, és paronként ellentétes iranytak,

akkor azokat valtoszégeknek nevezziik. A valtoszogek egyenlok.




® Ha a valtoszogek szarai egybeesnek, akkor azokat csucsszégeknek nevezziik.

® Tarsszogeknek neveziink két konvex szoget, ha szaraik parhuzamosak, egy-egy szaruk iranya
megegyezik, egy-egy szaruk iranya pedig ellentétes. Ha az azonos iranya szogszar k6zos,
akkor mellékszogeknek nevezziik a szogeket. A tarsszogek 180°-ra egészitik ki egymast, ezért
kiegészitd szdgek.

v

Tarsszogek

fﬁ

Mellékszogek

A

® A merdleges szaru konvex szdgek szarai paronként merdlegesek egymasra. Ezek a szogparok
vagy egyenlok, vagy pedig 180°-ra egészitik ki egymast.




Forgasszogek

Egy szog két szarat megkiilonboztethetjiik: ha az egyik szarat kiindulé szarnak tekintjiik, és abbol
kiindulva a masik szarat a kozos végpont koril forgatjuk, az igy kapott szoget forgasszognek
nevezziik. A forgasszog iranyitott, igy nagysagaval €s iranyaval adjuk meg.

Ha a sikra tekintiink, és a sz0g kiinduld szarat a masik szarba az oramutatd jarasaval ellentétes
forgatassal vihetjiik at, akkor a szdget pozitivnak, ellenkezd esetben a szoget negativnak nevezziik.

(a,b)4 = +a (e,/)4 =—p

A forgasszog 360°-nal nagyobb is lehet.



Térelemek hajldsszoge

Def: Két kitéré egyenes hajlasszégének nevezziik a tér egy tetszdleges pontjan atmend, veliik

parhuzamos egyenesek hajlasszogét.
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Def: Egy egyenes és egy sik akkor merSleges egymasra, ha az egyenes mer6leges a sik minden

egyeneseére.

Tétel: Ha egy egyenes merdleges a sik két egymdast metsz0 egyenesére, akkor a sik minden

egyenesére, azaz a sikra is merdleges.

Ha egy egyenes nem merdleges az S sikra, akkor két pontjanak merdleges vetiiletére illeszkedd e’
egyenest az e egyenesnek az S sikon 1évé merdleges vetiiletének nevezziik.

Def: Ha egy egyenes nem merdleges a sikra, akkor az egyenes és sik hajlasszoge az a sz0g, amelyet az

egyenes a sikon 1évé merdleges vetiiletével bezar.

Egy siknak, és a vele parhuzamos egyenesnek a hajlasszoge 0°.

Def: Két metsz6 sik hajlasszogének meghatarozasahoz legyen P a két sik metszésvonalanak egy
tetszoleges pontja. P-ben a két sik mindegyikén egy-egy merdlegest allitunk a metszésvonalra. A két

sik hajlasszoge megegyezik ennek a két egyenesnek a hajlasszogével.

10



Ha a két sik parhuzamos, akkor a hajlasszdgiik 0°.

Tétel: Ha a tér egy pontjabol merdlegest bocsatunk egy sikra és annak egy e egyenesére, akkor a két
talppontra illeszked6 egyenes is mer6leges az e egyenesre.
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A TERULET FOGALMA

Minden sikbeli alakzathoz hozzarendelhetiink egy pozitiv szamot, amelyet az alakzat teriiletének
neveziink. Az emlitett hozzarendelés egyértelmiien elvégezhetd gy, hogy teljesiiljon az alabbi két
feltétel:

e az egybevago alakzatok teriilete egyenld
e ha egy alakzat véges sok (kozds belsd pont nélkiili) alakzat egyesitésébdl all, akkor teriilete
egyenlo az 6t alkoto alakzatok teriiletének 6sszegével.

Az egységnyi oldalhosszisagu négyzet teriilete az 1 teriiletegység.

Def: A teriilet a sikidom kiterjedését, nagysagat jellemzd pozitiv valés szam, amely azt adja meg,
hogy a keresett teriilet hanyszorosa az egységnek valasztott sikidom (egységnégyzet) teriiletének.

Ez a definicio csak az egyenes vonalakkal hatarolt sikidomok esetében alkalmazhaté kozvetleniil.

A TERFOGAT FOGALMA

Minden poliéderhez hozzarendelhetiink egy pozitiv szamot, amelyet a poliéder tétfogatanak neveziink.
Az emlitett hozzéarendelés egyértelmiien elvégezhetd tigy, hogy teljesiiljon az alabbi két feltétel:

e az egybevago poliéderek térfogata egyenld
e ha egy poliéder véges sok (kozos belsé pont nélkiili) poliéder egyesitésébodl all, akkor
térfogata egyenlo az 6t alkoto poliéderek térfogatanak 6sszegével.

Az egységnyi ¢lhosszusagu kocka térfogata 1 térfogategység.

Def: A térfogat a térbeli alakzatok, testek kiterjedését, ({irtartalmat) jellemz6 pozitiv valds szam,
amely azt adja meg, hogy a keresett térfogat hanyszorosa az egységnek valasztott test (kocka)
térfogatanak.

Ez a definicio csak a siklapokkal hatarolt testek esetében alkalmazhat6 kozvetleniil.

12



Ponthalmazok

Az azonos tulajdonsagi pontok alkotnak ponthalmazokat. A ponthalmazokkal a geometria
foglalkozik.

Tétel: Egy szakasz felezdmerblegese azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek a szakasz két

végpontjatdl egyenlo tavolsagra vannak.

A sikban: a szakaszt felez6, és a szakaszra merdleges egyenes.

A térben: a szakaszt felezd, és a szakaszra merdleges sik.

/\ i

e

Def: A korvonal olyan pontok halmaza a sikban, melyek az S sik egy megadott O pontjatol megadott r

tavolsagra vannak.
kisrvonar = {P| OP =1; 0€S, PeS reR\ R}

Def: A korlap az S sik egy adott O pontjatdl megadott r tavolsagnal nem nagyobb tavolsagra 1évé
sikbeli pontok halmaza.

Kisriap = {P| OP <1; O€S, PeS reR\ R}

O O

korvonal korlap

Def: A kor érint6je olyan egyenes, amely a korrel k6zos sikban van, és a korrel pontosan egy kozos
pontja van.
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Def: A gombfeliilet olyan pontok halmaza a térben, melyek egy megadott O ponttdl megadott r

tavolsagra vannak.
Ggsmbretitet = (P| OP =1; TeR\ R}

Def: A gombtest egy adott O ponttdl megadott r tavolsignal nem nagyobb tavolsagra 1évo sikbeli
pontok halmaza.

Ggﬁmbtest = {Pl OP < r; TER\ R_}

Def: A gémb érinté egyenese olyan egyenes, amelynek a gombfeliilettel pontosan egy k6zos pontja
van.

Def: A gbmb érintdsikja olyan sik, amelynek a gombfeliilettel pontosan egy k6z0s pontja van.

Tétel: A gdmb érintd egyenese merdleges az érintési ponthoz huzott gdmbsugarra.

Tétel: A gomb érint6sikja merdleges az érintési ponthoz hizott gdmbsugarra.

Tétel: Egy konvex szoget felezd félegyenes azoknak a szdgtartomanybeli pontoknak a halmaza a

sikban, melyek egyenld tavolsagra vannak a szog két szaratol.

Tétel: A sikon azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekbdl egy AB szakasz derékszdgben latszik, az
AB atmérojh kor, kivéve a szakasz két végpontjat.

(Ez a Thalesz-tétel és a megforditasa.)
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Tétel: A sikon azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekbdl egy adott szakasz adott a szogben latszik,
két szimmetrikus koriv. (0° < a < 180°) Az adott szakasz a két szimmetrikus koriv k6zds hirja. Az
A és B pontok nem tartoznak a latészogkorivhez.
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A korrel kapcsolatos ismeretek

Def: A korvonal olyan pontok halmaza a sikban, melyek az S sik egy megadott O pontjatdl megadott r

tavolsagra vannak.
A megadott r tavolsag a kor sugara.

Kisrvonat = {P| OP = r; O€S, PeS reR\ R™}
A kor keriilete: K = 2rm. A Kkor teriilete: T = r2m.

A kor és egyenes kolesonos helyzete:

o lehet metszd, ekkor két kozds pontjuk van,
o lehet érintd, ekkor egy kdzds pontjuk van
o lehet kitérd, ekkor nincs k6zos pontjuk.

metsz&/szels

érint6

kitéré

A kor hurja a kérvonal két tetszOleges pontjat 6sszekotd szakasz. A legnagyobb hur az atmérd, mely
atmegy a kor k6zéppontjan és hossza a sugar kétszerese: d = 2r.

A korvonalat két pontja két korivre bontja. A korlemezt két sugar két korcikkre, egy hur pedig két
korszeletre darabolja.

koriv korcikk kdrszelet

16



Def: A korben a kozépponti sz6g csucsa a kor kdzéppontja, a két szara pedig a kor két sugara.

A kozépponti szog szarai kozott egy-egy koriv van: az o szoghdz i, koriv tartozik.

Tétel: Egy korben a kozépponti szogek nagysagai és a hozzajuk tartozd korivek hosszai egyenesen
aranyosak.

Tétel: Egy korben a kdzépponti szogek nagysagai €s a hozzajuk tartozd korcikkek teriiletei egyenesen
aranyosak.

tll
iq
/i_Zrn a_rn_a t_rzn_a
@ 3600 T 180° X 7 180°

Def: A kor keriileti szogének nevezziik mindazokat a konvex szogeket, amelyeknek a csticsa a kor
kertiletén van, és két szaruk vagy egy-egy hurt tartalmaz, vagy pedig egyik szaruk hurt tartalmaz, a
masik pedig egy érintore illeszkedik.

NS

a

A Kkeriileti es kozépponti szogek tétele:

Tétel: Egy korben az azonos ivekhez tartozo kozépponti és keriileti szogek aranya: 2:1, azaz @ = 2a.

Keriileti szogek tétele:

Tétel: Egy korben az ugyanahhoz az ivhez tartozo keriileti szogek egyenlok.

17



Korhoz huzott érintd- és szeldszakaszok tétele:

Tétel: A korhoz egy kiilsé pontbol hiizott érintészakaszok mértani kdzepe annak a két szakasznak,
amelyek a kiils6 pontra illeszked6 barmely szelén a ponttél a korrel alkotott metszéspontokig
terjednek.

Tétel: Ha egy korhoz egy kiils6 pontbol tetszoleges szeloket htizunk, akkor az egyes szelékén a P
ponttdl a korrel alkotott metszéspontokig terjedd szakaszok szorzata allando.

1. PE=+PA-PB
2. PA-PB=PQ-PR

1. e=+a-(a+h)

2. a(a+h)=q-(q+7)

18



Haromszogek

Egy haromszoget harom fliggetlen adat egyértelmiien meghataroz.

A haromszog alapjelolése:

A haromszigek megadasanak alapesetei:

adott a haromszog harom oldala
adott a haromszog két oldala és az altaluk bezart sz6g
adott a haromszog két oldala, és a hosszabb oldallal szemkozti szog

oD

adott a haromszog egy oldala és a rajta fekvo két szog.

Osszefiiggések a haromszog oldalai kozott:

A haromszog barmely két oldalanak 6sszege legyen nagyobb a harmadik oldalnal:
a+b>c; b+c>a;, a+c>b.
A haromszog barmely oldala nagyobb, mint a masik két oldal kiilonbségének abszolut értéke:
c>la=-bl; a>|b—cl; b>la—c|.

Osszefiiggés a derékszogili haromszog oldalai kozott:

PITAGORASZ-TETEL:

Tétel: Barmely derékszogli haromszogben a két befogd négyzetének Osszege egyenld az atfogod
négyzetével.

A tétel megforditasa:

Tétel: Ha egy haromszdg két oldalanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a
haromszog derékszogh.

a a’ + b? = c?




Osszefiiggések a haromszog szogei kozott:

Tétel: A haromszog bels6 szogeinek dsszege 180°.
Def: A haromszog belso szogeinek mellékszogeit a haromszog kiilsé szdgeinek nevezziik.
Tétel: A haromszog barmely kiils6 szoge egyenld a nem mellette 1évo belso szogek dsszegével.
Tétel: A haromszog kiilso szogeinek dsszege 360°.
a+f+y=180°
a'=B+y; B'=a+y; YV =a+p

a + B +y' = 360°.

Osszefiiggések a haromszog oldalai és szégei kozott:

Tétel: Ha egy haromszdgnek van két egyenlo oldala, akkor a veliikk szemkdzti szogek is egyenldek.
Tétel: Ha egy haromszdg két szoge egyenld, akkor a velitk szemkozti oldalak is egyenld hosszuak.

1. Haa=b,»a=§ a=b oca=p
2. Haa=B,»a=5»

Tétel: Barmely haromszdgben két oldal koziil a hosszabb oldallal szemko6zt nagyobb szog van, (a
rovidebb oldallal szemben kisebb szog van).

Tétel: Barmely haromszogben két szog koziil a nagyobb szdggel szemkozt hosszabb oldal van, (a
kisebb szdggel szemben rovidebb oldal van).

1. Haa <b,»a <p a<b ea<f
2. Haa<fB,»a <b
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A haromszogek csoportositasa

® Szabalyos, vagy egyenld oldalt hdromszog: minden szoge 60°.

60°

® Egyenlé szard haromszog: van két egyenlé hosszisag oldala és van két egyenld szoge.
A haromszog lehet hegyesszogii, derékszogl és tompaszog.

a -
a < a
b
b
b:alap; a: szarak; a: alapon fekvé szogek; PB: szarszog
e Hegyesszogli haromszog: minden szoge hegyesszog
e Tompaszogii haromszdg: egy tompaszoge van, a masik ketté hegyesszog.
e Derékszogl haromszog: egy derékszoge van, a masik kettd hegyesszog.
c
a
b
hegyesszog( tompaszdg(i derékszogli hdromszog
haromszog héromszog a,b a két befogo,
c az atfoed
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A haromszog teriiletének meghatarozasa

Héron-képlet:

T=+s(s—a)(s—b)(s—c)

+b+c _ k R
ahol s = 2225 = 2> azazsa félkeriilet.
A
T = absiny _ bcsina _ a-csinf
o2 2 T2
T=p S=P0S, ahol p a haromszogbe irhato kor sugara.

22
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A haromszogek nevezetes vonalai és korei

1. Oldalfelezd mer6leges: a haromszog oldalszakaszainak felezdmer6legesei.

Tétel: A haromszog harom oldalanak felezomerdlegese egy pontban metszi egymast.
Ez a pont a hdromszog koré irhaté kor kozéppontja.

Hegyesszogli haromszog esetén ez a pont a haromszogon belill van, tompaszogli haromszog
esetén pedig a haromszogon kiviil talalhato. Deréksziigli haromszog esetén a kor kdzéppontja
az atfogo felez6pontja.

== Nes

2. Magassagvonal: A haromsz6g magassagvonalanak a csicsbdl a szemkozti oldal egyenesére

bocsatott merdlegest nevezziik. Ennek azt a szakaszat, amelyik a haromszog csicsa és a
szemkozti oldal egyenese kozott van, a haromsz6g magassaganak nevezziik.

Tompaszogii haromszog esetén ez a szakasz a haromszogon kiviil is haladhat.

Egy haromszognek harom magassagvonala van.

Tétel: A haromszdg magassagvonalai egy pontban metszik egymast.

Ezt a pontot szoktdk magassagpontnak is nevezni. Hegyesszogli haromszog esetén a
magassagpont a haromszdgon beliil van, tompaszogli haromszognél pedig a haromszogon
kivil. Derékszogii haromszog esetén ez a pont a derékszogili csucspont.

3. Belsd és kiilsé szogfelezOk: A haromszog belsé szogeinek szogfelezd félegyeneseit a

haromszog szdgfelezdinek nevezziik. A kiilsé szdgek szogfelezdit kiilsd szogfelezéknek
mondjuk. Minden haromszognek harom szogfelezéje €s harom kiilsd szogfelezéje van. Az
egymas melletti bels éskiilsé szogfelezok merdlegesek egymadsra.

Tétel: A haromszog harom szdgfelezéje egy pontban metszi egymast.
Ez a pont a haromszogbe beirt kor kozéppontja.

_
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Tétel: A haromszog egy belsé és a nem mellette 1évo két kiilsé szogének szogfelezoi is egy
pontban metszik egymast.
Ez a pont a haromszog hozzairt kdrének kdzéppontja.

Kozépvonal: A haromszog két oldalanak felezOpontjat 0sszekotd szakaszt a haromszog
kbzépvonalanak nevezziik. A haromszognek harom kdzépvonala van.

Tétel: A haromszdg barmely kozépvonala parhuzamos a haromszog harmadik oldalaval és
hossza fele a harmadik oldal hosszanak.

C

AB || F,F,

Fy 2
% =FF,

Sulyvonal: A haromszog egyik csucsat a szemkdzti oldal felezépontjaval 6sszekoto szakasz a
haromszog sulyvonala. A haromszognek harom stlyvonala van.

Tétel: A haromszdg stulyvonalai egy pontban, a sulypontban metszik egymast. A salypont a
sulyvonalat 2 : 1 aranyban osztja két részre. (A hosszabb szakasz van a cstcs felé.)




A haromszogekkel kapcsolatos tovabbi tételek

Szogfelezo6 tétel:

Tétel: Barmely haromszdgben egy belsd szog szogfelezdje a szemkozti oldalt a szomszédos
oldalak aranyaban osztja két részre.

x:y=b:c

Magassagtétel:
Tétel: Barmely derékszogli haromszogben az atfogéhoz tartozo magassag mértani kdzepe az
atfogod két szeletének.

Befogotétel:
Tétel: Barmely derékszogli haromszogben az egyik befogd mértani kozepe az atfogdn 1€vo
merdleges vetiiletének és az atfogonak.

D 1. m*=p-q >m=pq

c 2. a>=p-c »a=.p-c
a
m q b2=q-c »>b=,q-c
b
Szinusztétel:

Tétel: Barmely haromszdgben két oldal aranya megegyezik a szemkozti szogek szinuszainak
aranyaval.

a:b:c=sina:sinf :siny
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Koszinusztétel:
Tétel: Barmely haromszdgben az egyik oldal négyzetét megkapjuk, ha a masik két oldal
négyzetének Osszegébdl kivonjuk a két oldal és a kozbezart szog koszinuszanak kétszeres
szorzatat.

c?=a%?+b%?—-2ab-cosy

b? = a? + ¢? — 2ac - cos B

a? =b?+c?—2bc-cosa

Osszefiiggés aharomszog egyik oldala, szemkozti szoge és a koré irt korének sugara kozott:

sina = — sinﬁ—i siny = —
2r’ 2r’ Y 2r’

~—_

Hegyvesszogek szogfiigevényei derékszogii haromszogben

A hasonl6 derékszogii hdromszogek oldalainak aranyaval valé szamolés annyira fontos, hogy
az egyes aranyok 6nallo elnevezést kaptak.

Def: A deréksz6gli haromszogben az o szog szinuszanak nevezziik az o hegyesszoggel
szemkozti befogonak és az atfogoénak az aranyat.

Def: A derékszogii haromszogben az a szog koszinuszanak nevezziik az a hegyesszog melletti
befogonak ¢és az atfogonak az aranyat.

Def: A derékszogli haromszogben az a hegyesszog tangensének nevezziik az o hegyesszoggel
szemkozti befogonak és az o hegyesszog melletti befogonak az aranyat.

Def: A derékszogii haromszogben az o hegyesszog kotangensének nevezziik az o hegyesszog
melletti befogdnak és az a hegyesszoggel szemkozti befogdnak az aranyat.

. a
sma’=;
¢ b
cosa = —
c
a
a tga =—
& b
b
ol )
ctga =
g a
seca = =
b b

Cc
coseca = —
a

26



Sokszogek

A sokszoget zart torottvonal hatarolja. Az egymashoz csatlakozo szakaszokat oldalaknak, a
csatlakozasi pontokat csucsoknak nevezziik. A sikbeli egyszerii sokszogvonal két sikidomra vagja a
sikot, ezek koziil a korlatosat nevezziik sokszoglapnak, egyszeriibben sokszognek.

Az n oldalu sokszdgnek n csticsa €és n
oldala van.

Def: A sokszog keriilete a sokszoget
hatarold torottvonal hossza.

Def: Azokat a s6kszdgeket, (alakzatokat) nevezziik konvexeknek, amelyek két pontjukkal egyiitt a két
pontot 6sszekotd szakasz minden pontjat is tartalmazza.

Def: Azokat a sokszogeket, (alakzatokat) nevezziik konkdvnak, amelyeknek van olyan pontparja,
amelyeket 0sszekoté szakasz nem minden pontja van a sokszogén beliil. Azaz azok az alakzatok
konkavok, melyek nem konvexek.

/ —

—_—

konvex .
konkav

Def: A két nem szomszados csticsot 9sszekotd szakaszt atldnak nevezzik.

Tétel: Az n oldali konvex sokszdg barmely
atlo csucsabol (n — 3) darab 4tl6 hiizhato.

Tétel: Az n oldali konvex sokszdg atléinak
n(n-3)
5

szama:

Tétel: Az n oldali konvex sokszog belsé szogeinek Osszege: n - 180° — 360°, azaz (n — 2) - 180°.
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Szabalyos sokszogek

Szabalyos sokszdgeknek nevezziik azokat a sokszogeket, amelyeknek minden oldala egyenld

hosszusagu €s minden szdge egyenld nagysagu.
Minden szabalyos sokszognél talalunk szimmetriat: minden szabalyos sokszog tengelyesen
szimmetrikus. Az n oldalu szabalyos sokszognek n darab szimmetriatengelye van.

e Ha n paros, azaz n = 2k alaku, akkor a szimmetriatengelyek kétfélék: %darab olyan
szimmetriatengely van, mely a szemkozti cstcsokra illeszkedd egyenes — ez felezi a
csucsoknal 1évé szoget; g darab szimmetriatengely pedig a szemkozti oldalak
felezomerolegesei.

e Ha n paratlan, azaz n = 2k + 1 alaku, akkor az 6sszes n darab szimmetriatengely egy-
egy oldal felezomerdlegese, a masik metszéspontnal pedig a szemkozti cslicsra

IRORKEY

Van olyan pont, amelyre minden szimmetriatengely illszkedik: ezt a pontot a szabalyos sokszog
koézéppontjanak nevezzik.

A szabalyos sokszdg kozéppontjabol razrolhatunk egy olyan kort, amely atmegy a sokszdg minden
csucsan. Ezt a kort a _szabalyos sokszdg koré irt kdrnek nevezziik. Az a kor, amelynek kozéppontja

megegyezik a sokszog kozéppontjaval és atmegy minden oldalanak felezpontjan, a Sszabalyos
soksz0g beirt kdrének nevezziik: ez a kor a szabalyos sokszdg minden oldalat érinti.

QO

Minden szabalyos sokszog forgasszimmetrikus. Ha az n oldalii szabalyos sokszdget a kozéppontja

koriil %Oo szoggel, vagy annak egész szam tobbszorosével, %00 -k, (keZ) szoggel elforgatjuk, akkor

a képe 6nmaga.

Ha az n paros, akkor a 180°-os elforgatasra is forgasszimmetrikus, azaz kozéppontosan is
szimmetrikus.

28



Ha az n oldalu szabalyos sokszog kozéppontjat dsszekotjiik a sokszog csucsaival, akkor n darab

egybevagd, egyenld szart haromszoget kapunk.

) w A szabalyos n-szog kertilete, teriilete:
K=n-a

1 1 . 1 w
/ T=n-=-ap=n---r’sinw=-n-a’ctg =
- 2 2 4 2
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A négyszdgeknek négy oldaluk, négy cstucsuk van.

Def: A négyszogek kozépvonala a két szemkozti oldal felezpontjat 6sszekotd szakasz.

A négyszognek két kdzépvonala van.

PARALELOGRAMMA

Def: Egy négysz0g paralelogramma, ha két-két szemkozti oldala parhuzamos.
Tulajdonsagai:

szemkozti oldalai egyenlék

szemkozti szogei egyenlok

szomszédos szogeinek dsszege 180° @

az atlok metszéspontjara kozéppontosan szimmetrikus B o /
b

A parhuzamos oldalak k6zotti merdleges szakaszt az ehhez az oldalhoz tartozd magassagnak

nevezzik.
a
ka
ky
m,
Mp b

A paralelogramma kodzépvonala parhuzamos a masik két oldalparral es egyenlé hosszisagu azokkal.

K =2a+2b=2(a+b)

T=a-mg=b-my=a-b-sina=a-b-sinB, mivel sinf = sina, mert « = 180° — S.

Specialis paralelogrammak:

o téglalap
e négyzet
e rombusz

30



TRAPEZ
Def: Egy négyszog trapéz, ha van egy parhuzamos oldalparja.

A péarhuzamos oldalak a trapéz alapjai, a masik két oldal a trapéz szarai.

C

a, c: alapok

b, d: szarak m

a

A trapéz magassaga az alapok egymastol valo tdvolsaga.

A két szar felez6pontjat 6sszekoto szakasz a trapéz egyik kdzépvonala, amely parhuzamos az

a+cC
alapokkal és azok szamtan kozepe: K = ——

k
K=a+b+c+d
T:ﬂ.mzk.m / \

Speciélis trapézok:

e Szimmetrikus trapéz: az alapon fekvo két szog egyenld; kort lehet koré irni, igy hartrapéznak
is nevezziik.

o Derékszogi trapéz: az egyik szar merdleges az alapra.

ROMBUSZ

Def: A rombusz olyan négyszog, amelynek minden oldala egyenlé hosszisagu.

a A
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Tulajdonsagai:

e atloi merdlegesen felezik egymast;
e 4tloira tengelyesen szimmetrikus;
e az atlok metszéspontjara kozéppontosan szimmetrikus.

A pérhuzamos oldalak kozotti szakaszt az ehhez az oldalparhoz tartozd magassdgnak nevezziik. A
rombusz oldalai paronként parhuzamosak, igy rendelkezik a paralelogramma tulajdonsagaival is.

K = 4a

a

T=a-m :%:az.sina

DELTOID

Def: Az olyan négyszoget, amelynek két-két szomszédos oldala egyenld, deltoidnak nevezziik.

(on
(op

konvex konkav

Az egyenl6 oldalak metszéspontjanal keletkezd csucsokat 6sszekotd atlo a deltoid szimmetriatengelye,
¢s ez az atlo merdlegesen felezi a masik atlot.

Ha minden szdge kisebb, mint 180°, akkor konvex deltoidnak nevezziik, egyébként konkav deltoidnak
mondjuk.

K =2a+2b=2(a+b)

Tzﬂza-bsina
2

Téglalap:

Def: A téglalap olyan négyszog, melynek minden szoge egyenld, azaz minden szoge derékszog.
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Tulajdonsagai:

a téglalap rendelkezik a paralelogramma tulajdonsagaival;
a téglalap atloi egyenld hosszusaguak;

az atlok metszéspontjara kozéppontosan szimmetrikus;

a kozépvonalaira tengelyesen szimmetrikus

K =2a+2b=2(a+b)
T=a-b
Négyzet:

Def: A négyzet olyan négyszog, melynek minden oldala és minden szdge egyenld.

K = 4a

T = a?

Tulajdonsagai:

e anégyzet atloi merdlegesen felezik egymast és egyenld hosszusaguak;
e az atlok metszéspontjara a négyzet kdzéppontosan szimmetrikus — ezt a pontot a négyzet
koézéppontjanak nevezzik;

e négy szimmetriatengelye van: a két atlo és a két kozépvonal.
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Hurnégyszogek

Def: A harnégyszdg olyan négysz6g, melynek minden oldala ugyanannak a kornek egy — egy hurja.
Tétel: Barmely hurnégyszog két szemkozti szogének az sszege 180°.

Megforditas: Ha egy négyszog szemkozti szogeimek dsszege 180°, akkor az hurnégyszog.

Tétel: Egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha szemkdozti szogeinek dsszege 180°.

a+y =180°.

Erinténégyszogek

Def: Egy érinténégyszog olyan négyszog, amelynek minden oldala ugyanazon a kor egy — egy
érintdje.

Tétel: Barmely érinténégyszdgben a két — két szemkozti oldal hossziisdganak az 6sszege egyenlo.

Megforditas: Ha egy konvex négyszogben a két — két szemkozti oldal hosszisaganak az Osszege
egyenld, akkor a négyszog érinténégyszog.

Tétel: Egy konvex négyszdg akkor és csakis akkor érinténégyszog, ha két — két szemkozti oldalanak
az Osszege egyenld.

a atc=b+d
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Geometriai szerkesztések

Az egyéli vonalzoval és korzével elvégeszhet6 szerkesztéseket Euklideszi szerkesztésnek mondjuk.

Az Eulideszi szerkesztés megengedett 1€pései:

A vonalzoét két adott ponthoz illesztve meghtizhatjuk a két pontra illeszked6 egyenest.
Két adott pont tavolsagat korzényilasba vehetjiik.

Adott pont koriil adott sugarral kort rajzolhatunk.

Két egyenes metszéspontjat meghatarozhatjuk.

Egyenes és kor metszéspontjait meghatarozhatjuk.

Két kdr metszéspontjait meghatarozhatjuk.

oL

Péarhuzamos és merdleges egyenesek derékszogli vonalzokkal is szerkeszthetdk, de a derékszogh
vonalz6 alkalmazésa mar nem Euklideszi szerkesztés.

Alapszerkesztések:
szogmasolas,
szogfelezés o
szakaszfelez6 merdleges szerkesztése 0
merdleges egyenesek szerkesztése
=y

parhuzamos egyenesek szerkesztése.

e

f e

elf
\J\ .
el f

A szerkesztések végén diszkusszidt végziink, ami a szerkesztés feltételeinek vizsgalatat jelenti.
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GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

Def: A geometriai transzformécié olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete
is ponthalmaz.

Két (vagy tobb) geometriai transzformacionak az egymas utdni elvégzését a két (vagy tobb)
transzformacio szorzatanak nevezzik.

Jele: go f=g[ f(P)]

Def: Egy geometriai transzformacional az olyan pontot, amelynek a képe Onmaga, fixpontnak
nevezzilk. Az olyan egyenest, amelynek a képe (pontonként is) Onmaga, akkor fixegyenesnek
nevezziik.

Ha egy alakzat képe dnmaga, akkor invarians alakzatnak mondjuk. Ha egy invarians alakzat minden
pontja fixpont, akkor azt fixalakzatnak nevezziik.

TAVOLSAGTARTO TRANSZFORMACIOK

Def: Tavolsagtartd (egybevagdsagi) transzformacidknak nevezzilkk azokat a transzformdciokat,

amelyeknél barmely szakasz képének a hossza megegyezik a szakasz hosszaval.
IDENTITAS
Def: Olyan transzformaci6, amely minden ponthoz 6nmagat rendeli, azaz minden pontja fixpont.

TUKROZES EGYENESRE (Tengelyes tiikrozés)

Def: Adott a sikon a t tengely.

e Haa P pont illeszkedik a tengelyre, akkor a P pont képe 6nmaga.
e Haa Q pont nem illeszkedik a tengelyre, akkor a képpontot a Q-bol a t tengelyre bocsatott
merdlegesen, a tengely ellentétes oldalan, a tengelytdl ugyanakkora tavolsagra kapjuk, mint a

Q pont.

Qr=QT
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Tulajdonsagai:

e tavolsagtartd

e egyenes képe egyenes

e szogtartd

e atengely fixegyenes (azaz minden pontja fixpont)
e akoriiljarasi irany megvaltozik

TUKROZES SIKRA

Def: Megadunk egy S sikot.

o Ha a P pont illeszkedik a sikra, akkor a képe dnmaga.

e Haa Q pont nem illeszkedik a sikra, akkor a Q’ képpont az S sikra bocsatott merdlegesen, az
S sik ellentétes oldalan, az S siktdl ugyanakkora tavolsagra van, mint a Q pont.

QT=Q'T
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PONT KORULI ELFORGATAS A SIKON

Def: Megadjuk a sik egy O pontjat (az elforgatas kdzéppontjat), valamint nagysagaval és iranyaval az
elforgatas szogét: o

e Ha a P pont illeszkedik az O pontra, akkor a képe 6nmaga: az O pont fixpont.
e Ha a Q pont nem illeszkedik az O pontra, akkor a képe az adott sikon az a Q’ pont, amelyre
fennall: OQ’ = OQ és QOQ’ szdg nagysaga ¢és iranya megegyezik a megadott o szoggel.

Q ~Q

Tulajdonsagai:

e tavolsagtartd

e egyenes képe egyenes

e szdgtartd

e az O pont fixpont

o akoriiljarési irany nem valtozik meg

Ha o = +/- 180° akkor k6zéppontos tiikrozésrdl beszEliink. (Ezért a kdzéppontos tiikrozés nem 6nallo
transzformacio, hanem a pont kortiili forgatas specialis esete.)

N A
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TENGELY KORULI FORGATAS

Def: Megadunk egy t tengelyt és a tengelyre merdleges sikban — nagysagaval és iranyaval — az
elforgatas o szogét.

e Haa P pont illeszkedik a t tengelyre, akkor a képe 6nmaga, azaz fixpont.

e Haa Q pont nem illeszkedik a t tengelyre, akkor a képe azon az S sikon van, amely merdleges
a t tengelyre és illeszkedik a Q pontra.
Ha az S sik és a t tengely metszéspontjat O-val jeloljiik, akkor a Q pont képe az S siknak az a
Q’ pontja, amelyre fennall: OQ = OQ’ és QOQ’ sz0g nagysagaval és iranyaval megegyezik a
megadott a szoggel.

ELTOLAS

—

Def: Meg kell adnunk egy v vektort. Legyen v = AB. Tetszbleges P ponthoz azt a P’ pontot
rendeljiik, melyre fennall: AB = PP’

o

e tavolsagtartd

e szogtartd

e parhuzamossagtarto

e nincs fixpont; (ha v # 0;ha ¥ = 0, akkor identitas)

Tulajdonsagai:
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EGYBEVAGOSAG

Def: Egybevagonak neveziink két alakzatot, ha van olyan tavolsagtarté transzformacio, mely az egyik
alakzatot a masikba viszi at.

Jele:=

Alakzatok egybevigdsaga:

o K¢ét kor egybevago, ha sugaraik megegyeznek.
e Két haromszog egybevago, ha a kovetkezo feltételek egyike teljestil:
1. Oldalaik hossza paronként megegyezik.
2. Két — két oldaluk hossza paronként megegyezik és az altaluk kozbezart szogek
megegyeznek.
3. Egy — egy oldaluk hossza és az azokon fevo két — két szog paronként egyenlo.
4. Két — két oldaluk hossza paronként egyenld és a két — két oldal koziil a hosszabbal
szemkozti szogek egyenldek.
o Két sokszog egybrvagd, ha rajuk a kovetkezo feltételek egyike teljesiil:
1. Megfelel6 oldalaik hossza és megfeleld atloik hossza paronként egyenld.
2. Megfelel6 oldalaik hossza és megfeleld szogeik paronként egyenldek.

SZIMMETRIKUS ALAKZATOK

Def: Egy sikbeli alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha az alakzat sikjaban létezik olyan tengely,
melyre vonatkozo tiikrdzésnél az alakzat képe 6nmaga.

Def: Egy alakzat kdzéppontosan szimmetrikus, ha 1étezik olyan pont, melyre vonatkozo tiikkrozésnél az
alakzat képe 6nmaga.

Def: Egy alakzat forgasszimmetrikus, ha létezik olyan forgatas, amely az alakzatot onmagaba viszi at.

Def: Egy alakzat sikszimmetrikus, ha 1étezik olyan sik, amelyre vonatkozo tiikkrozésnél az alakzat képe
Onmaga.
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Tengelyesen szimmetrikus sikidomok:

o Egyenld oldalii haromszdég: mind a harom oldalfelezé merélegese szimmetriatengely.
o FEgyenlé szdaru haromszog: az alap felezOmerblegese a szimmetriatengely (ez felezi a
szarszoget is).

o Teéglalap: a két kozépvonalara tengelyesen szimmetrikus.
o Négyzet: négy szimmetriatengelye van: a két atlo és a két kozépvonal.
o Rombusz: a két 4tl6 a szimmetriatengely.

e Deltoid: az egyenl6 oldalak kozos pontjanal keletkez6 csucsokat Osszekotd atlo a
szimmetriatengely.

o Egyenld szaru trapéz: az alapok felezépontjat 6sszektd egyenes a szimmetriatengely.

e Paros, illetve paratlan oldalszamu szabalyos sokszog: a szimmetriafeltételeket a szabalyos
sokszdgeknél olvashatjuk.

e Kor: minden atmérdjére tengelyesen szimmetrikus.
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Ko6zéppontosan szimmetrikus sikidomok:

Paralelogramma

Téglalp az atlok metszéspontjara kozéppontosan
Rombusz szimmetrikusak
Négyzet

L] Y

Paros oldalszamii szabdlyos sokszog
Kor:a kdzéppontjara kdzéppntosan szimmetrikus

4
N
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HASONLOSAGI TRANSZFORMACIOK

Kozéppontos hasonlésagi transzformacio

Def: Megadunk egy pontot, a kézéppontos hasonlosagi transzformacio kdzéppontjat (legyen ez az O

pont) és egy A valos szamot: A # 0.
Valamely ponthoz a kdvetkez6 modon rendeljiik a képét:

e HaP =0, akkor a P pont képe 6nmaga.
e Ha Q#0, akkor a Q pont képe az OQ egyenesnek olyan Q’ pontja, amelyre
0Q' = |1] - 0Q, mégpedig ha A > 0, akkor Q’ pont az 0Q félegyenesen van; ha A < 0, akkor

Q’ az 0Qegyenes Q-t nem tartalmazo félegyenesén van.

1=2 Q’

0 <

A A szamot a kozéppontos hasonldsdg aranyanak nevezziik.

Ha A = 1 — identitas.

Ha A = —1 — kozéppontos tiikrozés.

(Ha |l | > 1 — nagyitas; ha 0 < |k| <1 — kicsinyités)
Tulajdonsigai:

e A megadott O pont fixpont.

o Egyenesnek a kdzéppontos hasonlosagi transzformacioval kapott képe az eredeti egyenessel
parhuzamos egyenes. Ha az egyenes illeszkedik a hasonlosag kdzéppontjara, akkor a képe
Onmaga.

e Szdgtartd

e Aranytartd: Barmely szakasz képének és az eredeti szakasznak az aranya allando.
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Hasonlésagi transzformacio

Def: A kozéppontos hasonlosag és az egybevagdsagi transzformacié szorzatat (egymas utani

végrehajtasat) hasonlosagi transzformacionak nevezziik.
A kozéppontos hasonlosagaranyat a hasonlosagi transzformacioé aranyanak nevezziik.
Tulajdonsigai:

e Egyenes képe egyenes.
e Szigtarto.

e  Aranytarto.

Ha valamely transzformacié minden szakasznak a hosszat A — szoroséra valtoztatja (A > 0), akkor az

hasonlosagi transzformacio.

Def: Hasonlonak neveziink két alakzatot, ha van olyan hasonlosagi transzformacio, amely az egyik

alakzatot a masikba viszi at.
Jele: ~

Alakzatok hasonldsaga:

e Barmely két kor hasonlo: 1 = ;, illetve A = %.

o Két haromszdg hasonlo, ha a kovetkezo feltételek egyike teljesiil:

1. Megfelel6 oldalaik hosszanak aranya egyenlé:
a b c
d b ¢

2. Két—két oldalhosszuk aranya egyenld, és az ezek altal kdzrefogott szogek egyenlok:
a b, ,
7=y &Y

3. Két — két oldalhosszuk aranya egyenld, és e két — két oldal koziil a hosszabb oldalakkal
szemkozti szogek egyenlok:

a b
— =— éshaa > b,akkor a = a'
a b

4. Két — két szogiik paronként egyenld: a« = a'és f = f5'.
o Két sokszog hasonlo, ha a kovetkezd feltételek egyike teljesiil:

1. Megfeleld oldalaik és megfeleld atloik hosszanak aranya egyenld.

2. Megfeleld oldalaik aranya egyenld és megfeleld szogeik paronként egyenlok.
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Hasonlo sikidomok teriiletének aranya, hasonlo testek
térfogatanak aranya
Tétel: Hasonlo sikidomok teriiletének aranya a hasonlosag aranyanak négyzetével egyenlo.
ABCa~A'B'C'4
=£

r=Sp2=L

cr tr

Tétel: Hasonlo testek térfogatanak aranya a hasonlosag aranyanak kobével egyenld.

%4
A== =—
al Vi
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Parhuzamos szelok tétele:

Tétel: Ha egy szOg szdrat parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szdron keletkezd

szakaszok aranya egyenld a masik szaron keletkezé megfelel6 szakaszok aranyaval.

Megforditas: Ha két egyenes egy szog szaraibol olyan szakaszokat vag le, amelyek aranya mindkét

szaron egyenld, akkor a két egyenes parhuzamos.

Parhuzamos szeloszakaszok tétele:

Tétel: Egy szOg szarait metsz0 parhuzamosokbdl a szarak altal kimetszett szakaszok ardnya

megegyezik a parhuzamosok altal az egyik szarbol kimetszett szakaszok aranyaval.
y B el f
€ AA":BB' = 0A: 0B

OA:AB = 0A": A'B’

A B’
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Térmértan

Hengerszertii testek

Def. Hengerszerii testeknek nevezziik azokat a testeket, amelyeket Gigy kaphatunk, hogy egy sikidom

hatarolé vonalan 6nmagaval parhuzamosan koriilvezetiink egy olyan egyenest, amelynek egyetlen
kozos pontja van az alaplap sikjaval, és a kapott palastot az eredeti sikidommal parhuzamos sikkal

elmetsszik.

Minden hengerszer(i test alaplapja és feddlapja parhuzamos és egybevagd sikidom. Ezekkel

egybevagé az alaplap sikjaval parhuzamos minden sikmetszet.

Az alaplap és feddlap sikjanak tavolsagat a hengerszerii test

magassaganak nevezziik.

A koriilvezetett egyenesnek az alaplap és fed6lap kdzotti szakaszat a test alkotojanak mondjuk.
A hengerszeri test minden alkotdja azonos hosszisagu.

e Ha a hengerszerii test alapja sokszog, akkor hasabnak mondjuk.
e Ha a hengerszerti test alapja kor, akkor kdrhengernek vagy réviden hengernek nevezziik.

Ha a koriilvezetett egyenes merdleges az alaplap sikjara, akkor egyenes hengerszer(i testnek

mondjuk, ellenkez6 esetben ferde hengerszeri testr6l beszéliink.

Az egyenes hasabok koziill azokat, amelyeknek az alapja szabalyos sokszog, szabalyos
hasaboknak, vagy oszlopoknak mondjuk.

Az egyenes korhengert forgashengernek is mondjuk.

Tétel: Barmely hengerszerii test térfogatat megadja az alapteriiletének és a magassadganak

Szorzata:
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V=T-M
Az egyenes hengerszert test paldstja a sikba kiterithetd. Az egyenes hengerszert test felszine:

A=2-T+P=2-T+k-M

a
Téglatest:
b
C
b
c
a
V=a-b-c
A=2(a-b+b-c+a-c)
Kocka esetén: V =a3 és A = 6 a?
Henger: Q
m
m
2rm
«—
r
V=r?-1-m A=21>m+2r'm-m=2r-w-(r+m)



Kupszeri testek

Def: Kupszerii testeknek azokat a testeket nevezziik, amelyeket ugy kaphatunk, hogy egy sikidom
hatarolé vonalan koriilvezetiink egy egyenest, amely allanddan illeszkedik egy adott pontra, a sikidom

sikjan kiviili csticspontra.
A A sikidomot a kiipszert test alaplapjanak nevezziik.

A cstcsnak az alaplap sikjatol vald tavolsaga a test

M magassaga.

A csucsot ¢és az alaplap hataroldé vonalanak egyik pontjat

0sszekotod szakasz a kupszert test egyik alkotoja.

Azokat a kupszer(i testeket, amelyeknek alaplapja sokszog, guldknak nevezziik, amelyeknek kor,
azokat pedig kapoknak.

A forgaskap minden alkotdja egyenlé hosszisagi. Az ilyen kipot egyenes kupnak is mondjuk. Azt a

kapot, amelynek nem minden alkotdja egyenld hosszusagt, ferde kipnak nevezziik

A gtila csticsat és a gula alaplapjanak egyik csucspontjat 6sszekotd szakasz a gula egyik oldaléle. Ha
egy gula alaplapja szabalyos sokszog és minden oldaléle egyenld hosszisagu, akkor azt szabalyos
gulanak nevezziik.

Bizonyithatd, hogy ha egy gula minden oldaléle egyenld, akkor a gula alaplapja egy korbe irhatd

sokszog, és a kor kozéppontja a gula csucspontjanak az alapon 1évé merdleges vetiilete.

T-M
Tétel: Barmely T alapteriiletii és M magassagu kiipszerii test térfogata: V' = =

Béarmely kupszert test paldstja a sikba kiterithetd. A kiipszert test felszine: A =T + P
A gulak palastja haromszogekbdl all; az egyenes kup palastja kiteritve egy korcikk.

(Ferde kup felszine szamunkra ismeretlen sikidom.)

A forgasktp felszine: A=r?-m+7r-m-a
a
A= Tgap + P
) 7




Csonkagula, csonkakap

Def: Ha egy ktpszerii testet az alaplapjaval parhuzamos sikkal elmetssziik, akkor a felsd rész és az
eredeti test egy C kozépponta kdzéppontos hasonlosagi transzformacioval egymasba atvihetd, a felsé

rész egy kupszerl test, az als6 rész pedig csonkakupszerii test lesz. Ha az eredeti test gula volt, akkor

csonkagtilanak nevezziik, ha pedig kap volt, akkor csonkaktpot kapunk.

e A parhuzamos sikokban 1év6 lapokat alaplapnak és fed6lapnak nevezziik.

Tertiletiik T, illetve t.

e A csonkagula palastja trapézokbdl all; a csonkaklp palastja korgytirticikk.

e Az eredeti — teljes kup — alkotdinak a csonkaktippalastra illeszkedd szakaszat a csonkakip
alkotodinak nevezziik.

e A szabdlyos csonkagtila szabalyos gulabol szarmazik.

e Ha a csonkakip egyenes kiipbdl szarmazik, akkor egyenes csonkaktipnak mondjuk. Ennek

minden alkotdja egyenld hosszu, tengelye merdleges az alapkdrok sikjara. (Egy szimmetrikus
trapéz szimmetria tengelye koriili forgatdsaval is eldallithat6.)— az egyenes csonkakiip
tengelymetszete szimmetrikus trapéz.

e A csonkaktpszeri test magassdga az alaplap sikjanak €s a feddlap sikjanak tavolsaga.
Tétel: Ha a csonkagula alaplapjainak teriilete T és t, valamint a magassaga M, akkor térfogata:

V=%(T+\/ﬁ+t)

Tétel: Ha a kor alaplapti csonkaktp alaplapjainak sugara R és r, valamint magassaga M, akkor

térfogata:

V=%(R2+Rr+r2)

Tétel: Ha a csonkakup alaplapjanak sugara R, feddlapjanak sugara r, alkotoja a, akkor a felszine:

A=R°n+r’n+(R+r)ma.
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A gomb

Def: A gombfeliilet olyan pontok halmaza a térben, melyek egy megadott O ponttél megadott r
tavolsagra vannak.

G

gombfetitet = {P| OP =1; reR*}

Def: A gombtest egy adott O ponttdl megadott r tavolsignal nem nagyobb tavolsagra 1évé sikbeli
pontok halmaza.

G

gombtest = {Pl OP < r; reR\ R_}

Tétel: Az r sugaru gomb térfogata:
4T3

V=—r

Tétel: Az r sugart gomb felszine:
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Vektorok

Def: A térben/sikon egy adott hosszusagl, adott allasti és adott irany szakaszokat vektoroknak
nevezzik.

A vektor jellemzdi: kezd6pontja, végpontja, hossza, azaz abszolutértéke, allasa és iranya.

Qu
o~
v}
Il

Qu

Def: Ha két vektorhoz talalhatdo olyan egyenes, amely mindkettével parhuzamos, akkor ezeket
parhuzamos vektoroknak, vagy egyallasu vektoroknak nevezziik.

o Két vektort egyenlének tekintiink, ha abstolutértékiik egyenld, parhuzamosak és azonos
iranyitasuak; két vektor egyenld, ha van olyan eltorlas, amellyel fedésbe hozhatok.

e A nullvektor hossza 0, iranya tetsz6leges.
Ha adott az a vektor, akkor a —a vektort az a ellentett vektoranak nevezziik. Ez a vektor az d
vektorral egyenld hosszusagu, azzal parhuzamos, de ellentétes iranyu.

a¥(—d)=0.

Def: Azokat a vektorokat nevezziik egysiku vektoroknak, melyekhez 1étezik olyan sik, amellyekkel
parhuzamosak.

Miiveletek vektorokkal

1. Vektorok 0sszegzése

Def: Adott ugyanabban a sikban az d és b vektor. A sik egy tetszdleges pontjabol felmérjiik az
egyik vektort, majd ennek végpontjabol kiindulva a masik vektort. A két vektor dsszege az a
vektor, amelyet ugy kapunk, hogy az els6é vektor kezdépontjabol a masik vektor végpontjaba
mutatd vektort megrajzoljuk.

Az eljaras ketténél tobb vektorra is alkalmazhato.

Két vektor Osszegzése elvégezhetd az un. paralelogramma modszerrel is, ha a két vektor nem
parhuzamos.

Sl

-

b
I

A

Miveleti tulajdonsdgok:

e Kommutativmiivelet: d +b = b + a
e Asszociativ miivelet: (d + b) +c=da+ (l—; + E)
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2. Két vektor kiilonbsége:
Def: Az @ —b kiilonbségen az d + (—5) vektorosszeget értjilk, azaz az a vektorhoz
hozzaadjuk a b vektor ellentettjét, azaz a —b vektort.

a

Y

Qu

3. Vektor szorzasa egy szammal, azaz skalarral:
Def: Adott az @ vektor és egy A valds szam.

e Ha az @ nem nullvektor, akkor a Aa olyan vektor, melynek abszolutértéke |A||d| és
irAnya pozitiv A esetén megegyezik az d irdnyaval, negativ A esetén az a vektor
iranyaval ellentétes; A = 0 esetén Ad nullvektor, azaz irdnya tetsz6leges.

e Had =0, akkor Ad = 0, azaz nullvektort kapunk a A-t6] fiiggetleniil.

(Amikor vektorok és szamok egyiitt szerepelnek egy feladatban, akkor a szamot skalarnak
szoktuk nevezni.)

Miiveleti tulajdonsagok:

e A skalarral valo szorzas kommutativ: Ad = dA
e A szorzas a skalarokra nézve asszociativ: Aud = A(ua)
o Az dsszegbdl a vektortényezd kiemelhetd: Ad + ud = (A + )

o A vektordsszeg tagonként szorozhaté a skalarral: A(d + B) =Ad+ab.

4, Két vektor skalaris szorzata:

Def: Az d és b skaléris szorzatan az db = |d| - |E | » cos y valds szamot értjiik, ahol y a két
vektor altal bezart szog. (0° <y < 180°)

Miiveleti tulajdonsagok:

e Kommutativ: @b = bd

o Az dsszeadasra nézve disztributiv: (d + B) ¢ =dé+bé

e Skalaris szorzatokra fennall: :/1(&5) = (Ad@)b = 5(/15)

e Egy vektor onmagaval valdo skaldris szorzatdt a vektor négyzetének nevezziik:
a? = |dl?

e K¢t vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor pozitiv, ha egyik sem zérusvektor, és
hajlasszogiik (0° <y < 90°)

e K¢t vektor skalaris szorzata akkor és csak akkornegativ, ha egyik sem zérusvektor, és
hajlasszogiik (90 < y < 180°)

Tétel: Két vektor skalaris szorzata akkor és csakis akkor 0, ha a két vektor merdleges
egymasra.

5. Vektor felbontasa dsszetevokre:

Tétel: Ha adott az d és a vele egyallasu b vektor d@ = 0, akkor az @ vektorbol a b vektor
eloallithat6 skalarral torténo szorzassal.
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e Azonos iranyu d és b vektorok esetén: b = = - d.

e Ellentétes iranyu irdnyu d és b vektorok esetén: b = — = - d.

=
Q
Il
N Qu
{
S
Il
N U
QU

Tétel: Ha adott az d és b nem egyallasu vektorok, akkor barmely, veliik egysika ¥ vektor
egyértelmiien felbonthaté az adott vektorokkal egyallast OsszetevOkre, azaz egyértelmiien
felirhato

B =ad+ Bb
alakban, ahol a, 8 €R.
Itt @ és b bazisvektorok, ad és Bb pedig komponensek.

Az adott d és b vektorokkal, valamint az a és B valos szamokkal képezhetjiik a
B =ad+ b

vektort. Az igy kapott ¥ vektort az d és b vektorok linedris kombinacidjanak nevezziik.
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Vektorok a koordinatasikon

Def: Ha adott egy O vonatkoztatasi pont, akkor egy tetszéleges P pont egyértelmiien
meghatarozhaté a vonatkoztatasi pontbol induldé vektorral. Az ilyen vektort a P pont
helyvektoranak nevezziik.

Ha a Descartes-féle koordinatarendszer pozitiv x irdnyu < és pozitiv yiranyl 7 egységvektorait
tekintjiik bazisvektoroknak, akkor a v vektor felirhato

V=x1+yjf
alakban, ahol x és y egyértelmiien meghatarozott valos szamok. Az (x; y) rendezett szampart a

¥ vektor koordinatainak nevezziik az €, 7 bazisrendszerben.

Y A
f P(x;y)

<

v

v
A
x

Sy
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Koordinata geometria

Geometriai problémakat a koordinata-sikon oldunk meg algebrai modszerekkel.

Y A
ﬂ P(x;y) Barmely pont megadhatdé a koordinata-
rendszer origdjabol induld helyvektorral.

<

- -

OP =V =xi+yj

\ 4

Egy vektor abszolutértékének meghatarozasa:

Yﬁu

a;

Qu

=

Il

Q
YN

+

Q
NN

v

v

a;

Vektorok osszegének koordinatai:

Y A
d (ay; a)
B B (by; by)
R d+5(a1+b1;a2+b2)
A a+b
A .
o 1 Helyvektorok 0Osszegének koordindtdit az egyes
helyvektorok megfelelé koordinatainak Osszege adja

meg.

Qu
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Két vektorok kiilonbségének koordinatai:

y ﬂu
d (ay; az)
5 b (by; by)
b —
. d—b(a;— by, a; —by)
A a—b
il N
R o X Helyvektorok kiilonbségének koordinatait az egyes
0 7 helyvektorok megfeleld koordinatainak kiilonbsége
S adja meg.
a
Egy vektor skalarszorosianak koordinatai:
y ﬂ‘ a(ay; az)
Ad —
Aa (Aaq; 4 ay)
a
1‘ Helyvektorok skalarszorosanak koordinatait az egyes
7 helyvektorok megfeleld koordinatainak skalarszorosa
> L adja meg.
o <

Koordinataival megadott két vektor skalaris szorzatanak meghatarozasa:

Legyen adOtt (_i (al; az) és B (bl; bz) 4 C_i —b) = a1b1 + azbz .

Két vektor skalaris szorzata egyenlé a megfelel6 koordinatdk szorzatainak dsszegével.

Szakasz hossza:

y ﬁu
B —
azh BA =d—-b
b |BA| = \/(a;—b)? + (az — b,)?
1; a A
7 R Y
> Lad X
o 1
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Szakasz felezopontja:

y ﬂu
B (bs, by) F ()
F (fi; ) _ Qi4by | _ Q4by
b fl - 2 ) fZ - 2
R ? a A(ay; ay)
7 o
> X
o 1
Szakasz adott aranyu osztéopontja:
y ﬂu
B (b, b
(b, b2) P (p1; p2)
P (p1;
. m (0:; ) — mai nby — maynb,
b b1 n+m P2 n+m
n
R ? a A(ag; a))
7 >
» | X
o <
Szakasz harmadolopontja:
Y A
B (b, b
(by, by) H (hy: hy)
H (hs; hy)
R 1 v h. = ai1+2b; h, = az+2b;
b 1 3 2 3
2
]i a Af(ag; a))
7 >
» L
o < Ez a harmadoloépont a B ponthoz van
ko6zelebb.
o . . , e e 7 2a1+b1 7 2a2+b2
A masik, A ponthoz kdzelebbi harmadolopont koordinatai: h'; = — h', = E—



A haromszog salypontja:

A C(cy; o)
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S (s1; $2)
Sl — a1+l;1+C1

)’

_ a2+b2+C2

2 =
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Az eqgvenes helyzetét jellemzo adatok:

Két kiilonbdz6 pont egyértelmiien meghataroz egy egyenest. Ha az egyenesnek csak egy pontjat adjuk
meg, akkor nincs egyértlmilen meghatarozva. Még egy masik adatat is meg kell adni az
egyértelmiiséghez. Ez az adat lehet:

egy vektor, mely parhuzamos az adott egyenessel;

egy vektor, mely meréleges az adott egyenesre;

egy sz0g, mely az egyenesnek valamely koordinata-tengellyel bezart szoge;

az egyértelmiien meghatarozott hajlasszog valamely megfeleld szogfiiggvénye.

Def: Egy egyenes iranyvektora az egyenessel egyallasi barmely vektor, amely nem zérusvektor.

Yy
A Po e
U (vy3; v,)
/ R
3 v
7 ~ .
L

Def: Egy egyenes normalvektora az egyenesre merdleges barmely vektor, mely nem zérusvektor, és
amely az egyenes sikjaban — az (x; y) sikban — van.

y A P, e

n (ng; np) = n (4,B)

S

Ny
v

\ 4

Def: Egy egyenes iranyszogének nevezzilk a koordinata-sikon az egyenes és az x tengely pozitiv
iranya altal bezart szogét.

Def: A koordinata-sikon az egyenes iranyszogének tangensét (ha l1étezik) az egyenes iranytangensének
nevezziik.

Y A
Y A ﬂ tga =m
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Osszefiiggés az egyenes iranyvektora, normalvektora és iranytangense kozott:

v (v v
vy (w35 v)
n 7 (4, B)
7_])(1]1; Uz) =1_7)(_B;A)
n (A, B) =1(vy; —v,)
v
s e — —Y2__4A
7_)1 . m=tga o 5

\ 4

(@)
Sy

Az m iranytangensii egyenes egy iranyvektora v (1;m), egy normalvektora 7 (m, —1).

Két egvenes parhuzamossaganak és merolegességének feltételei:

Ha két egyenes parhuzamos, akkor

e irdnyvektoraik egyallastiak: v, = ¢ - vf

e normalvektoraik egyallastak: n, = c - 1y

e iranyszogeik egyenldk: a, = ay

e iranytangenseik (ha léteznek) egyenldk: m, = ms

Forditva is fennéll, azaz ha

e két egyenes esetén az egyik iranyvektora a masik iranyvektoranak (0-t6l kiillonb6z6) konstans-
SZ0rosa,

e két egyenes esetén az egyik normalvektora a masik normalvektoranak (0-t6l kiilonbozo)
konstansszorosa,

o akét egyenes iranyszoge egyenlo,

e akét egyenes iranytangenseik (ha 1éteznek) egyenldk,

akkor a két egyenes parhuzamos.

Ha két egyenes merdéleges, akkor

e iranyvektoraik is mer6legesek egymasra, ezért azok skaldris szorzata 0: v, - vy = 0,
e normélvektoraik is merélegesek egymasra, ezért azok skalaris szorzata 0: 1, - nf = 0,

e iranytangenseik (ha léteznek) egymasnak ellenkezd el6jelii reciprokjai:m, = — mi
f

Tétel: Iranytangenssel rendelkezd egyenesek akkor és csakis akkor merdlegesek egymasra, ha
iranytangenseik egymasnak ellenkezd eldjeli reciprokjai.
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Az egyenes egyenlete:

Y T Py (xo; Yo)

/ P (x;y)

v

@)
Qy

Két egvenes metszéspontja:

Y A
e
\ M
3 f
7 R S
o 1

Pont és egyenes tavolsaga:

Vﬂu

\ Py (xo; o)

Ny
v

17:13075(95_350;}’_370)
n (A,B)
n - ¥ = 0, mert merdlegesek.

Az egyenes egyenlete a normalvektor
koordinataival felirva:

Ax + By = Axg + Byy.

Az egyenes egyenlete az iranyvektor
koordinataival felirva:

VX — V1Y = VUXg — V1)o-

Két egyenes metszéspontjanak meghatarozasat a két
egyenes egyenletébdl allo egyenletrendszer megoldasa
adja.

eAx+By+C=0

Py (xo; ¥o)

|A.X'0+By0+cl

4 (Po.0) =5
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A Kkor egvenlete:

Barmely komek az  egyenlete  masodfokd,
Y A kétismeretlenes egyenlet:

P{x.v) C(u,v) (x _ u)z + (y _ v)z = 72

N4

o 7 u

Nem minden masodfoku kétismeretlenes egyenlet lehet kor. A masodfoku, kétismeretlenes egyenlet
altalanos alakja:

Ax? + By? + Cxy +Dx+Ey + F = 0.
A kovetkezo feltételeknek kell teljesiilnie:

o Nem lehet benne xy-os tag: € = 0.
Az x? és y? egyiitthatéinak azonosaknak kell lenniiik: A = B, de nem lehet 0 az értékiik.

e Teljes négyzetté torténd alakitas soran az (x —u)? + (y — v)? = r? alakra rendezve az
egyenletet, a jobb oldalon pozitiv szamot kell kapnunk: 72 > 0.

A Kor és egvenes, illetve két kor kapcsolata:

Az egymast metszd kor és egyenes, illetve két metszé kor kozods pontjainak meghatdrozasahoz olyan
koordinata szamparokat kell keresniink, melyek kielégitik mindkét alakzat egyenletét, azaz azadott
egyenlet-rendszert kell megoldani.

metsz6/szel6 D >0

érinté D =

0

OO

Kitéré: D < 0 Erint6:D =0 Metsz6: D > 0
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Trigonometria

A hegvesszog szogfiiggvényei (derékszogii haromszogben):

Def: A deréksz6gli haromszogben az o szog szinuszanak nevezziikk az o hegyesszoggel
szemkozti befogonak és az atfogonak az aranyat.

Def: A derékszogli haromszogben az o sz6g koszinuszanak nevezziik az a hegyesszog melletti
befogonak ¢és az atfogonak az aranyat.

Def: A derékszogii haromszogben az o hegyesszog tangensének nevezziik az o hegyesszoggel
szemkozti befogonak és az o hegyesszog melletti befogonak az aranyat.

Def: A derékszogii haromszogben az o hegyesszog kotangens
ének nevezzilk az o hegyesszog melletti befogonak és az o hegyesszoggel szemkozti
befogonak az aranyat.

. a
sina = -
¢ b
cosa = -
Cc
a
a tga =-—
& b
b
a -
ctga =—
g a
seca = -
b b

Cc
coseca = —
a

Potszogek szogfiiggvényei:

o Egy sz0g szinusza egyenld potszogének koszinuszaval: sin ¢ = cos(90° — a).
o Egy sz0g tangense egyenld potszogének kotangensével: tg a = ctg(90° — a).

Nevezetes szogek szogfiiggvénvei:

sin 30° = 1 sin 60° = 3
2 2
cos 30° = 3 cos 60° = 1
2 2
tg30° =2 tg 60° = V3
! ! ctg 30° =+/3 ctg 60° = %3
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Osszefiigoések eoy hegvesszog szogfiigovényei kozott:

sin45° = V2
2
cos 45° = X2
2
tg45° =1
ctg45° =1

a=c-sina

!

(c-sina)? + (c- cosa)? = c?

o c?sin®a + c?cos?a = c? /:c?
b=c-cosa sina + cos?a =1
sin oS tg ctg
sina = - m tg a 1
J1+tgia JV1+ctgia
cosa = V1 —sin?a i _ a9z
J1+tgia J1+ctg?a
tga = sina V1 = cos?a - 1
V1 — sina cos a ctga
ctga = V1 —sina __‘os¢a 1 -
sin a V1 —cos?a tga
J1+tgia
J1+ctg?a
tg a
a a
1 ctga
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A szogfiigovények altalanos értelmezése

Def: Az a szdg szinusza a koordinata-sikon az < vektortol a szoggel elforgatott egységvektor masodik
koordinataja.

Def: Az a szdg koszinusza a koordinata-sikon az 7 vektortdl a szdggel elforgatott egységvektor elsd
koordinatéja.

A y
1 é = (cosa)i + (sina)y

é/
sina
[ .
1 X
cosa

Def: Az a szog tangense a szog szinuszanak és koszinuszanak hanyadosa, ha ennek a hanyadosnak
van értelme, azaz cos a # 0.

v

Def: Az o szog kotangense a szog koszinuszanak és szinuszanak hanyadosa, ha ennek a hanyadosnak
van értelme, azaz sin a # 0.

tga—sma, hacosa # 0; ctga=cf)sa, hasina # 0.
cosa sina
y
1
é
8 tga
1 X
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ctg B T y ctga

é
B
|
a
1 X

Osszefiiggések a szogfiiggvényértékek kizott:

e sina =sin(a + k - 360°)

e cosa = cos(a+ k-360°)

o tga=tg(a+k-180°)

o ctga=ctg(a+k-180°) keZz

A szinusz ¢és koszinusz szOgfliggvényértékek 360°-onként, a tangens ¢és kotangens
szogfliggvényértékek 180°-onként periodikusan ismétlddnek.

67



A szogfiigovényértékek meghatarozasa az egyes siknegyedekben:

A szogfiigevényértékek az egyes tengelyeken:

o sin o CcoS o tg a ctga

0° 0 1 0 -
90° 1 0 0
180° 0 -1 0 -
270° -1 0 - 0
360° 0 1 0 -

e l.negyed: 0° < a < 90°: a definici6 szerint szamolunk.
e Il. negyed: 90° < f < 180°:

v

x=180° —

e ll. negyed: 180° <y < 270°:

v

sin § = sin(180° — )

cosa = —cos(180° — f8)

tg B = tg (180° — B)

/; 1 ctg f = ctg (180° — )
X

y
1 siny = —sin(y — 180°)
cosy = —cos(y — 180°)
v | tgy = tg (v — 180°)
l > ctgy = ctg (y —180°)

*=7y —180°
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o V. negyed: 270° < § < 360°:

y
1
6 |
' > >
* 1 X
*=360°—§
Negativ forgasszogek szdgfiiggvényei:
sin(—a) = —sina sin(a + m) = —sina
cos(—a) = cosa cos(a +m) = —cosa

tg(—a) = —-tga

ctg(—a) = —ctga

tg (%—a)=ctga a*k-m keZ

ctg (g—a)=tga a¢§+k-n, keZ
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siné = —sin(360° — §)
cos & = cos(360° — §)
tg 6 = —tg (360° — §)
ctg & = —ctg (360° — 6)

. T
Sin (E - a) = cosa

1 .
Ccos (E - a) = Slina



Addicios tételek

sin(a + B) =sina - cosf + cosa - sin§

cos(a +B) =cosa-cosfB —sina-sinf

tga+tgp T
t = —+k
g (a+p) T—tga-tgp a+ﬁ¢2+ /s
a¢§+ln; ﬁ¢§+mn, k,lLmeZ
__ctga-ctg f-1
ctg (a+,8)——ctga+ctgﬁ a+p #+kn, a#ln, B +mn, kI, meZ

sin(e — B) = sina - cos f —cos a - sin 8

cos(a —B) = cosa - cos B +sina -sinf

tga—tgp T
tg(@a—p)=———— —B+—+k
g@=p) l1+tga-tgp * B¢2+ i
a ¢§+ lm; B+ 72—t+m7r, k,lLmeZ
_ __ctgactg f+1 _
ctg (a —pB) = “etga—ctg f a—B #kn, a#+ln, B+mn, kl,meZ
2asz0gfiiggvényei:

sin 2a = 2sina - cosa

cos2a = cos? a — sin‘a

o 2a = 2tga

g a_l—tgza
ctg?a — 1

cthazg—
2-ctga
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